Une conjecture sur la torsion des classes de 
Chern des fibres de Gauss-Manin 
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Résumé 

Pour tout f G N nous définissons un certain entier positif et nous 
conjecturons : si H est un fibré de Gauss-Manin d'une fibration semi-stable 
alors la t-ème classe de Chern de H est annulée par Nf. Nous démontrons 
diverses conséquences de cette conjecture. 

1 Introduction 

Soit / : X — > y un morphisme projectif de schémas lisses et quasi-projectifs 
sur un corps algébriquement clos K de caractéristique nulle. Soit D ^ X et 
E ^ Y des diviseurs à croisements normaux. On suppose que / est semi-stable 
relativement k D et E. Voir [25l Par. 1, Def. 1.1] ou la sous-section 12.11 plus 
bas pour la définition d'un diviseur à croisements normaux et d'un morphisme 
semi-stable. 

On notera f2^^y(log) le complexe de de Rham logarithmique relatif de X au- 
dessus de Y relativement k D et E. Voir [2ïïl Par. 1, Def. 1.3] ou la sous-section 
I2.1l plus bas pour la définition de cette notion. 

Pour tout j ^ 0, on écrira 

ff,j,(X/r)(log):=RV*(^^x/y(log)) 
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pour le j-ème fibré de Gauss-Manin logarithmique relativement k f, D et E. On 
peut montrer que H;^j^(X/F)(log) est un faisceau localement libre de rang fini. 

Enfin, pour tout t G N, on définit 

si t = 

^f = { 2 ■ rip-iitP""^''^*^^^ si t est pair et positif 

2 si t est impair et positif 



oii p parcourt les nombres premiers. Le théorème de von Staudt montre que si t 
est pair et positif, alors Nt/2 = Dénominateur((— oii Bt est le t-ème 
nombre de BernouUi (cf. [321 Appendix B]). On rappelle que le t-ème nombre de 
BernouUi est défini par l'identité de séries formelles 

L'objet du présent article est de proposer la conjecture suivante : 
Conjecture 1.1. Pour tout j,t ^ 0, l'égalité 

N,-c,(H^,j,(X/F)(log)) = 

est vérifiée dans CH*(F). 

Ici, CIî*(F) est le t-ième groupe de Chow de Y (cf. p3j) et Ct(») est la t-ème 
classe de Chern (à valeurs dans CH*(y)). 

Les conséquences de la Conj ect ure 1 1 . 1 1 déj à démontrées dans la littérature mathématique 
sont les suivantes. Dans la situation oii / est lisse, il est démontré dans pTTj 
(voir les calculs faits dans pL2j) que l'image de la Conjecture 11.11 par l'applica- 
tion classe de cycle est vérifiée (pour un généralisation au cas non-lisse, voir le 
point (a) du Théorème 11.21 plus bas). Encore dans la situation oii / est lisse, 
le fait que Ct{B.\^{X/Y)) est de torsion pour tout t ^ est démontré (pour la 
première fois?) dans [Uj. Dans [Tl], il est démontré que Cf (H^j^(X/y)(log)) est 
de torsion pour tout t ^ et que l'image par l'application classe de cycle de 
Ct(Hjp^(X/F)(log)) est de torsion pour tout j,t ^ 0. Lorsque / est lisse, il est 
démontré dans [H Appendix] que les classes de Cheeger-Simons de W^^{X/Y) 
sont de torsion pour tout j ^ ; si on suppose de plus que Y est projectif sur K, 
ceci implique que les classes de Chern en cohomologie de Deligne de H^j^(X/F) 
sont de torsion pour tout j ^ ; ce dernier énoncé est aussi une conséquence 
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d'un théorème de Reznikov (cf. Lorsque le morphisme est étale, les tra- 

vaux de Fulton et MacPherson dans [Hl Cor. 19.3] démontrent la Conjecture 
11.11 Dans [33], Pappas démontre un théorème de Grothendieck-Riemann-Roch 
sans dénominateurs pour les morphismes projectifs et lisses. Si on applique ce 
théorème au complexe de de Rham de /, on obtient des énoncés d'annulation 
pour les classes de Chern des fibrés de Gauss-Manin. Cependant, ces énoncés 
dépendent a priori de la dimension relative de /. 

On notera que l'énoncé que Ct(H^j^(X/y)(log)) est de torsion pour tout j,t ^ 
est déjà conjectural. Cette forme faible est implicite dans les travaux de Bloch, 
Esnault et Viehweg (par ex. [TT] et |6]). Elle est formellement proposée dans 
[HT| Par. 4.2, Conj. 3], dans le cas oii / est lisse. 

Du point de vue des auteurs, la forme faible de la conjecture est motivée par 
une conjecture en théorie d'Arakelov (cf. [SUl Conjecture 3.1]) dont elle est une 
conséquence. Quant au nombre N^, il est motivé par le théorème de Grothendieck 
mentionné plus haut. 

La Conjecture 11. Il n'est pas optimale pour j = 0, 1. 

Cas j = : dans [lî, Cor. 19.3], il est démontré que lorsque / est un morphisme 
étale et que t est pair, on a 

^N, . c,{Hl^{X/Y)) = 0. 
En particulier, 12 ■ C2{Hl^{X/Y)) = 0. 

Cas j = 1 : si / est lisse, la Conjecture 11.11 et le résultat principal de [21] im- 
pliquent que 

( Yl p-d.W)( J] pOrd,[pgcd(Num((2*-l)B,),7VO]) . Ct{Hl^{X/Y)) = 0. (1) 

p,p^t P,P>t 

Ici p parcourt les nombres premiers. On note ordp(x) l'ordre du nombre premier 
p dans le nombre naturel x et Num(r) le numérateur du nombre rationnel r. Un 
cas particulier de l'équation ([T]) est l'équation 

8-C2iHl^iX/Y)) = 0. (2) 

Cependant N2 = 24 > 12 > 8, d'oii la non-optimalité lorsque j = 0, 1. 

Cela suggère qu'une conjecture optimale tiendrait compte du poids j du fibré de 
Gauss-Manin. 
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Au sujet de la Conjecture ll-H nous démontrerons les résultats partiels suivants. 
Si K = C, nous écrirons 

cl: CH'(y) ^H2'(r(C),Z) 

pour l'application qui associe à un cycle algébrique sa classe dans la cohomologie 
singulière de Y{C). 

Si Y est projectif sur K, nous écrirons 

alb : CH^^(F)o ^ Alh{Y){K) 

pour l'application qui associe à un 0-cycle algébrique de degré nul son image dans 
la variété d'Albanese de Y. 

Soit / un nombre premier. Si Y est projectif sur K, nous écrirons aussi 

Xj:C}î\Y)[n^Ell-\Y,Qi/Ut)) 

pour l'application d'Abel-Jacobi de Bloch (voir [5] pour la définition). Elle donne 
lieu à une application 

A* : Tor(CH*(r)) ^ H,^ ^(r, Q^/Z^t)). 

l premier 

Théorème 1.2. Soit dy '■= dim(y) la dimension de Y . 

(a) On suppose que K = C Pour tout j,t ^ 0, l'égalité 

cl[N,-c,(H^,j,(X/r)(log))] = 

est vérifiée dans B.^\Y{C),Z). 

(b) On suppose que Y est projectif sur K . L'égalité 

alb[Nrf^-c,,(H^dR(^/r)(log))] =0 

est alors vérifiée dans AVo{Y){K) pour tout j ^ 0. 

(c) On suppose que c^y (Iî^j^(X/y)(log)) est de torsion et que Y est projectif sur 

K. Alors 

N,,-c,,(H^,j,(X/F)(log))=0. 
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(d) On suppose que les composantes irréductibles de D et E sont lisses sur K . 

Pour tout t ^ 0, l'égalité 

N*-Ct($^(-imRWn(log))=0 

est vérifiée dans CH*(y). 

(e) L'égalité 

N,-c,(HOR(X/r)(log)) = 

est vérifiée pour tout t ^ 0. Si on suppose que les composantes irréductibles 
de D et E sont lisses sur K et que les fibres de f sont de dimension 1, alors 

N,-c,(H^,R(X/r)(log)) = 

pour tout j,t ^ 0. 

(f) On suppose que f est lisse, que K = C et que l'image de la représentation 

du groupe fondamental de Y{C) associée au système localement constant 
RV(C)*Q est finie. Alors 

N,-Ci(H^,R(X/r)(log)) = 

pour tout t ^ 0. 

(g) On suppose que Y est projectif sur K . On suppose aussi que Ct(H^j^(X/F)(log)) 

est de torsion. Alors 

A*[N,-c,(H^,j,(X/F)(log))]=0. 

(h) On suppose que Y est projectif sur K . On suppose aussi que C2(Hjj^(X/y)(log)) 

est de torsion. Alors 

N2-C2(H^dRW>^)(log)) = 0. 

Les démonstrations des différents points du Théorème 11.21 ont des structures sem- 
blables, même si les outils utilisés varient. Dans les preuves de (a), (b), (d), (f) 
et (g), on démontre chaque fois que l'image de (d'une combinaison linéaire de) 
Ct(Hjj^(X/y)) dans un certain groupe est invariante par multiplication par p*, 
pour presque tout p. Un lemme de nature purement arithmétique, le Lemme 13.21 
(déjà remarqué par Adams dans [T]), montre alors que l'image de Ct(H^j^(X/F)) 
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dans ce groupe est annulée par N^. Dans le cas de (a) et (b), cette invariance est 
démontrée par réduction modulo un nombre premier et est une conséquence de 
l'existence de la suite spectrale conjuguée logarithmique en caractéristique posi- 
tive. Le relèvement à la caractéristique nulle est rendu possible par un théorème 
général de changement de base en cohomologie étale (Théorème 12.41) pour (a), par 
l'existence de la variété d'Albanese pour (b) et par l'invariance par spécialisation 
de l'application A* pour (g). Dans le cas de (d), l'invariance est une conséquence 
du théorème d'Adams-Riemann-Roch (cf. la section [2^ et dans le cas de (f), 
l'invariance provient d'une interprétation galoisienne des opérations d'Adams sur 
l'anneau des représentations rationnelles d'un groupe fini. Le point (c) est une 
conséquence du point (b) et du théorème de Rojtman (voir plus bas pour les 
détails) et le point (e) est une conséquence du point (d). Le point (h) est une 
conséquence du point (g) et d'un théorème de CoUiot-Thélène, Sansuc et Soulé 
(voir plus bas). 

Remarque. (1). Fixons un corps de base de caractéristique nulle L. Dans l'article 
[TU], on considère le premier fibré de Gauss-Manin Yi\^{AL/ Agi) sur Ac,,l, oii Ag 
est le champ classifiant les variétés abéliennes principalement polarisées. On y 
introduit la notion de groupe de Chow d'un champ ainsi que la notion de t-ème 
classe de Chern à valeurs dans ce groupe. Une conséquence de [101 Prop. 4.2 et 
Rem. 4.3] est que l'ordre de la t-ème classe de Chern du fibré }1\j^{Al/ Ag i) dans 
le groupe de Chow de Ag^i est divisible par A^t/2, si t est pair et si t ^ g. En 
particulier, si (? = 2, l'élément C2{H\^{AlI Ag^i)) est d'ordre fini divisible par 
12 = N2/2. Par ailleurs l'équation ([2]) énonce que 8 ■ C2{H\^{X /Y)) = pour 
toute fibration en surfaces abéliennes sur un base lisse et quasi-projective sur L. 
Cela suggère que le quotient entre 8 et 12 représente une obstruction à descendre 
au champ Ag^L l'annulation 8 ■ C2{H^^{X/Y)) = , qui est valable pour toute 
famille de variétés abéliennes sur un schéma. 

Remarque. (2) Les calculs faits dans cet article suggère la question suivante, 
que les auteurs n'osent pas élever au rang de conjecture. Soit S un schéma et soit 
w : W ^ Z un morphisme de S'-schémas. On suppose W et Z munis de diviseurs 
à croisements normaux relativement à S* et l'on suppose que w est semi-stable 
relativement à ces diviseurs. Par ailleurs, on suppose que la suite spectrale de 
Hodge vers de Rham logarithmique de W sur Z dégénère et que les fibrés de 
Gauss-Manin logarithmiques W (W/Z) {log) sont localement libres. Il est alors 
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légitime de demander si 



r{W{W/Z){\og)) = W{W/Z){\og) (3) 

dans Ko(2')[i], pour presque tout nombre premier p. Une réponse positive à cette 
question entraînerait la Conjecture 11.11 (voir la démonstration du Théorème 11.2p . 
On peut aussi spéculer que l'équation ([3]) et donc la Conjecture 11.11 est vérifiée 
si l'on remplace W/Z par un « motif relatif à singularités semi-stable sur Z », 
chaque fois que l'on peut donner un sens à l'expression entre guillemets. 

La structure de l'article est la suivante. La section [2] est consacrée à des rappels 
sur les morphismes semi-stables, les résultats d'Illusie et de Gabber sur la suite 
spectrale de Hodge vers de Rham logarithmique, le théorème d'Adams-Riemann- 
Roch et les classes de Chern en cohomologie étale. Dans la section [3l on démontre 
les points du Théorème 11.21 dans l'ordre alphabétique. 

Notations. Si G est un groupe, on notera Tor(G) le sous-ensemble de G constitué 
des éléments d'ordre fini de G. Si T est un espace topologique noethérien, on 
notera Irr(T) l'ensemble de ses composantes irréductibles. Si H est un ensemble 
et V une propriété, l'expression « V{h) est vérifiée pour presque tout h E H » 
signifie que V{h) est vérifiée pour tout élément h E H' Ç H , on H' est un sous- 
ensemble de H tel que H\H' est fini. Si T est l'espace sous-jacent à un schéma 
et 5* Ç T est un sous-ensemble, on écrira Zar(5') ou Zarr(5') pour la fermeture 
de S pour la topologie de Zariski. 

Remerciements. Nous remercions P. Brosnan, J.-L. Colliot-Thélène, P. Colmez, 
F. Han et J.-P. Serre pour des conversations intéressantes et pour des indications 
bibliographiques. Nous sommes particulièrement redevables à D. Zagier, pour ses 
explications sur le Lemme 13.21 et son contexte arithmétique, à H. Esnault pour 
ses encouragements et ses explications sur la variété d'Albanese et à R. Pink pour 
nous avoir encouragé à rédiger la remarque (2) et pour nombre de conversations 
intéressantes. 
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2 Rappels 



2.1 Morphismes semi-stables et suite spectrale conjuguée 
à pôles logarithmiques 

Soit S un schéma. Soit Z un schéma hsse sur 5*. Soit D "—>■ Z un sous-schéma 
fermé. On dit que D est un diviseur à croisements normaux dans Z relativement 
à 5* (cf. [25, section 1]) si pour tout point z E Z, il existe un ouvert U de 
Z contenant z, des nombres m,k E N avec /c ^ m et un S-morphisme étale 
r : U A'g' tels que l'idéal de D H U est l'image réciproque par r de l'idéal 
0:10:2 ■ ■ - Xk- Ici xi, . . . ,Xk sont les coordonnées naturelles sur Ag. On dira que le 
quadruplet {U,r,m,k) est adapté à D. 

On notera que dans la définition ci-dessus, k peut être nul. Dans ce cas-là, DnU 
est vide. 

Soit j : X* := X\D ^ X l'inclusion naturelle. Le faisceau f2^/s(log D) est un 
sous-faisceau en C^-modules de Il est déterminé de manière unique par 

les conditions suivantes. 

Soit Z' un autre schéma lisse sur S et D' ^ Z' un diviseur à croisements normaux 
relativement à S. Soit j' : Z'\D' Z' l'inclusion naturelle. 

• Si / : Z — i> Z' est un S'-morphisme étale tel que l*D' = D, alors il existe une 
unique flèche --^ telle que le diagramme 

I 
I 

Y 

commute et que la flèche --->• soit un isomorphisme. 

• Si l : Z' ^ Z est un S'-morphisme étale tel que l*D = D', alors il existe une 
unique flèche ---> telle que le diagramme 

/*f]^/^(iog D) — ^i*j.ni^s 

I 
I 

n'z'/si^og D') — 

commute et que la flèche --->• soit un isomorphisme. 
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• Si Z = A™ et D = X1X2 ■ ■ -Xk, alors ^^^^(log D) est libre sur A^, de base 

dXi / Xi, • • • ) d-^k/ -^ki '^fc+l; • • • ; -^m- 

En particulier, le faisceau ^^^^.(log D) est localement libre. 

Supposons maintenant que les composantes irréductibles Di de D sont toutes 
lisses. On dispose alors d'une suite exacte 



Le morphisme Res s'appelle résidu de Poincaré. Si Z = A™ et -D = X1X2 ■ ■ -Xk, 
alors 

A; ^ m 

Res( aj — -+ ttjXj) = (Biai{mod Xi). 

i=l j=k+l 

Soit W un autre schéma lisse sur S ei E mi diviseur à croisements normaux 

relativement à S. Soit g : Z ^ W un S'-morphisme. On dit que g est semi- 
stable relativement k D et E (cf. [251 section 1]), s'il y a une égalité ensembliste 
D = g^^{E) et si pour tout point z & Z, il existe des nombres m,n,k,p G N et 
un diagramme commutatif de S'-schémas 

f/^A? 




tels que 

• z eU; 

• le quadruplet {U,r,m,k) (resp. (y,l,n,p)) est adapté à D (resp. E) ; 

• le morphisme gu est la restriction de g k U et g{U) Ç V ; 

• le morphisme cr a la forme 

• • • ) XjYi) 

(XiX2 ■ ■ ■ 3^mi ; 2'mi+l'^mi+2 ' ' ' ■^m2 ; • • • ; -^mp—i+l ' ' ' -^mp ; ■^nip+ti ; •^mp+t2 ? -^mp+t^ ■ ■ ■ ■^mp+t„—p ) 

011 mp = et 1 ^ ti ^ t2 ^ ^3 ^ ■ ■ • ^ ^n-p ^ m — k. 
On remarquera qu'une conséquence de cette définition est l'égalité schématique 
g*E = D. On en déduit aussi que g est plat et localement d'intersection complète 
(cf. [251 Pcir. 1.3, p. 144]). Par ailleurs, on voit que les fibres de g sont géométriquement 
réduites. 

Une autre conséquence est qu'il existe une unique flèche --->• telle que le dia- 
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gramme 



w/s ■ 

9* 



fil 



fil 



(log 



commute. 



Soit j : U ^ Z l'ouvert de lissité de g. Le complexe de de Rham de Z sur W 
à pôles logarithmiques le long de D, noté fi^y^y(log D/E) = fi^y^;^^(log) = c^'/^y 
est l'image j,,fi^y^ par j du complexe de de Rham de U sur Z. 

Au sujet de ce complexe, on peut démontrer les faits suivants. Tout d'abord, on 
dispose d'une suite exacte 



^ g*nl^/s{log E)^fi^/5(log D 



z/s\ 



UJ 



z/w 







oii la deuxième flèche correspondant à la flèche en traitillé > dans le dia- 
gramme (12. ip . Enfin, il existe un isomorphisme canonique A* (eu 



z/w) 



z/w 



Soit maintenant p un nombre premier. Supposons que S est le spectre d'un corps 
de caractéristique p. Considérons le diagramme 




oii Fw (resp. Fz) est le morphisme de Frobenius absolu de W (resp. Z). Le carré 
de ce diagramme est par hypothèse cartésien et le morphisme F := Fz/w (appelé 
morphisme de Frobenius relatif) est l'unique morphisme rendant le diagramme 
commutât if. 

Théorème 2.1 (Gabber, Illusie). Les différentielles du complexe F^u^^^ sont 
Oz' -linéaires et pour tout i ^ 0, il existe un isomorphisme canonique de faisceaux 
en Oz' -modules 



C-i : J*uj 



z/w 



'H^F*^z/w 
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Remarquons maintenant que, dans la catégorie D(VI^) dérivée de celle des fais- 
ceaux en Cv^-modules, on a 

Puisque F est fini, on dispose d'un isomorphisme RF*(c<j*^p^) ~ F^u^^^, dans 
D(Z'). La deuxième suite spectrale d'hypercohomologie appliquée à F^u^^yy s'ex- 
prime 

ou encore, via l' isomorphisme du Théorème 12.11 

Comme F^y est plat, cette dernière suite spectrale donne heu à la suite spectrale 

On appelle cette dernière suite spectrale la suite spectrale conjuguée logarith- 
mique, ou simplement la suite spectrale conjuguée de g. 

On suppose maintenant à nouveau que S est un schéma de base général. La 
première suite spectrale d'hypercohomologie appliquée au complexe de de Rham 
à pôles logarithmiques le long de D s'exprime 

Cette dernière suite se spécialise en la suite spectrale de Hodge vers de Rham 
habituelle, lorsque g est lisse. Nous l'appellerons suite spectrale de Hodge vers de 
Rham logarithmique, ou simplement suite spectrale de Hodge vers de Rham . 

Une simple comparaison de rangs montre que si la suite spectrale de Hodge vers 
de Rham dégénère en Ei, alors la suite spectrale conjuguée (lorsqu'elle existe) 
dégénère en E2. 

Théorème 2.2 (Illusie). Si S est le spectre d'un corps de charactéristique nulle, 
alors la suite spectrale de Hodge vers de Rham dégénère en Ei et les faisceaux 
R''g^uj^,ry sont localement libres. 
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2.2 Classes de Chern étales 



Dans cette sous-section, on rappelle la définition et les propriétés principales des 
classes de Chern en cohomologie étale. Soit Z un schéma et n un nombre entier 
inversible sur Z. On dispose d'un complexe de schémas en groupes commutatifs 

— > /in Gra Gm 

qui donne lieu à une suite exacte de faisceaux abéliens sur le petit site étale de 
Z, appelée la suite de Kummer. La suite exacte longue de cohomologie étale de 
cette suite contient en particulier le morphisme 

Par ailleurs, il existe un isomorphisme canonique Pic(Z) ~ H^^{Z,Gm). On ob- 
tient donc un morphisme 

cf:Fic{Z)^Hl{Z,f^^). 

Voir [T7j pour tout ceci. 

Proposition-Défînition 2.3. // existe une unique famille d'opérations cf (i G 
N) avec les propriétés suivantes : 

(a) l'opération cf associe un élément Ci{E) de H^J(Z, /i®*) à tout faisceau cohérent 
localement libre sur un schéma Z où n est inversible ; 

(b) si g : Z' ^ Z est un morphisme de schémas alors f*cf{E) = cf{f*E) (n 
étant supposé inversible sur Z et Z') ; 

(c) l'opération cf est définie comme plus haut ; 

(d) SI 

0^ E' ^ E^ E" ^0 

est une suite exacte de faisceaux cohérents localement libres sur un schéma Z 
alors on a la relation 

cfiE) = Yl ^fiE')ct{E") 

j+k=i 

dans l'anneau de cohomologie ^^^^q H^^{Z, fif"^) . 
Pour la démonstration, voir [23, Exp. VII, Prop. 3.4]. 
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2.3 Théorèmes de changement de base et de comparaison 
en cohomologie étale 

Nous rappelons ici deux théorèmes fondamentaux de la théorie de la cohomologie 
étale qui jouerons un rôle essentiel dans la démonstration du Théorème 11.21 (a). 
Soit n ^ 1. 

Théorème 2.4 (Deligne et al.). Soit g : Z ^ W un morphisme de type fini. 
On suppose que n est inversible sur W (et donc Z). Soit T un faisceau étale 
constructible en 'L/n'L-modules sur Z . Alors il existe un ouvert dense U tel 
que 

(a) pour tout i ^ 0, R^f^J^\u est un faisceau constructible sur U ; 

(b) pour tout i ^ 0, le faisceau R'f^J^\u est invariant par tout changement de 

base au-dessus de U . 

Pour la démonstration, voir Finitude, Th. 1.9]. 

Théorème 2.5 (Grothendieck et al.). Soit Z un schéma séparé et de type fini 
sur C. // existe pour tout i ^ et tout n ^ 1 un isomorphisme canonique de 
comparaison 

Ki : Hl,{Z,Z/nZ) ~ W{Z{C),Z/nZ). 
Pour la démonstration, voir [22^, Exp. XI]. 

On rappelle que sur C, le choix d'un isomorphisme de schémas en groupes ZjnL ~ 
/i„ est équivalent au choix d'une racine n-ième primitive de l'unité dans C. 

Théorème 2.6 (Grothendieck). Soit Z un schéma lisse sur C. Identifions ZjnL 
et \Xn via la racine de l'unité exp{2i7c /n) . Alors K2i{cf{E)) coïncide avec la i-ème 
classe de Chern du fibré vectoriel E{C) considéré comme fibré vectoriel topolo- 
gique sur Z{C). 

Pour la démonstration, voir [TT. Par. 1, p. 243]. 

2.4 Le théorème d'Adams-Riemann-Roch 

Soit W un schéma noethérien. Nous écrirons Ko(Vr) pour le groupe de Gro- 
thendieck des faisceaux localement libres sur W. Le produit tensoriel induit une 
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application bilinéaire de Ko(Vr) dans Ko(Vr) qui en fait un anneau commutatif 
unifère. Pour tout morphisme de schémas noethériens g : Z ^ W, le foncteur /* 
(image réciproque des faisceaux en Ciy-modules) induit un morphisme d'anneaux 
g* : Ko{W) Ko{W). 

On rappelle que pour tout k ^ 0, l'opération d'Adams : Ko(Vr) KqÇW) 
est l'unique endomorphisme d'anneau compatible aux images réciproques tel que 
il)^{L) = L®^ pour tout fibré en droites L. 

Les opérations d'Adams satisfont les deux relations de compatibiités suivantes. 

Supposons le temps de la prochaine phrase que W est lisse sur un corps. Il existe 
alors pour tout t ^ des applications classe de Chern c^ : Ko(Vr) — > CH*(l^) et 
l'on a 

ct{^\w)) = k'-ct{w). (4) 

Supposons à nouveau juste le temps de la prochaine phrase que p est un nombre 
premier et que W est un schéma sur Wp tel que le morphisme de Frobenius absolu 
Fw : W ^ W est plat. On a alors 

Fw = V. (5) 

Les deux compatibilités sont des conséquences du principe de scindage (cf. [351 
Th. 2.1]). 

Nous aurons aussi besoin des classes cannibales 6^. Pour chaque k & N*, O'' est 
une opération associant des éléments de Ko(Vr) à des faisceaux localement libres 
sur W et jouissant des propriétés suivantes. Tout d'abord, pour tout fibré en 
droites L, on a 

e\L) = 1 + L + + . . . + 
Par ailleurs, pour toute suite exacte 

0^ E' ^ E" ^0 

de faisceaux localement libres, on a 9^{E') 9^{E") = 9^{E). Enfin les classes 
9^ sont compatibles aux images réciproques. Ces trois propriétés déterminent 
l'opération 9^. 

Dans le contexte des classes cannibales, nous mentionnerons le lemme suivant : 

Lemme 2.7. SiW est muni d'un faisceau ample, alors Vêlement 9^{E) est in- 
versible dans Ko(Vr)[^] pour tout faisceau localement libre E sur W. 
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Pour la démonstration voir par exemple ^Hl sec. 4, Prop. 4.2] (faute d'une 
référence canonique). 

On suppose maintenant que W est régulier et possède un fibré en droites ample. 
Soit Kq(I^) le groupe de Grothendieck des faisceaux cohérents sur Y. On peut 
démontrer que l'homomorphisme de groupes naturel Ko(Vr) Kq(W) est un 
isomorphisme. Soit maintenant g : Z ^ W nn morphisme projectif et localement 
d'intersection complète de schémas. On définit alors le morphisme de groupes 
Rg, : Ko{Z) K'q{W) par la formule 

Rg.{E) := 5^(-l)'R'^?,(i?) 

et on notera aussi Rg^ le morphisme Kq{Z) Kq{W) obtenu par composition. 
Par hypothèse, on dispose d'une factorisation 

Z^P^W 

de g telle que i est une immersion régulière et p est lisse. On définit 

e\g)-^ := e^Qp)-^ ^e''{N) 

où N est le fibré conormal de l'immersion i. On peut montrer que 9^{g)~^ ne 
dépend pas de la factorisation. 

Théorème 2.8 (th. d'Adams-Riemann-Roch). Pour tout z G Ko(2')[i], l'égalité 

i,\Rg^{z)) =Rg,{e\g)-^ ®i,'^{z)) 
est vérifiée dans Kq{W)[\]. 

Pour une démonstration complète (reposant de façon essentielle sur les idées de 
p] et [3]), voir [2] 



3 Démonstration du Théorème 11.21 



3.1 Démonstration de (a) 

On peut tout d'abord supposer sans restreindre la généralité que Y est connexe. 
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Lemme 3.1. Supposons que pour tout nombre premier l et pour tout n ^ 1, 
l'image de ■ ^(^^^(X/F)) dans H2*(F(C), Z/rZ)) est nulle. Alors le point 
(a) du Théorème M.^ est vérifié. 

Preuve. Considérons les application naturelles 

H2*(r(C), Zi) limjH2*(r(C), Z/PZ) 

H2*(F(C),Z) 

L'espace X(C) muni de la topologie ordinaire est de type fini. Cela implique 
que l'application A est un isomorphisme (voir [TTl 3.3] pour les détails). Par 
ailleurs, compte tenu du fait que Z; est plat sur Z, cela implique aussi que 
H2*(F(C),Z;) ^ H2*(r(C),Z) ® Zi (au vu de la suite universelle des coefficients 
pour la cohomologie). En utilisant le fait que H^*(F(C),Z) est de type fini, on 
en déduit que le noyau ker(/i) de /i est de torsion et que ker(/i) ne contient 
aucun élément non nul qui soit de /°°-torsion. Autrement dit, le morphisme 
ker(/i) — > ker(/i) de multiplication par / est injectif. 

Remarquons maintenant que /i et A sont par construction compatibles à la forma- 
tion des classes des Chern. On en déduit que l'image de e := NfCj(Hjp{(X/y)(log)) 
dans H^*(y(C),Z) est de torsion. Par ailleurs, si e 7^ 0, alors pour tout k ^ 1 et 
tout nombre premier l, ■ e 0. Ceci est la contradiction que achève la preuve 
du lemme. □ 

Au vu du dernier lemme et du Théorème 12.61 il suffit de démontrer que pour tout 
nombre premier / et pour tout n ^ lia t-ème classe de Chern de Hjj^(X/y))(log) 
dans H^*(y(C), /i^n) est annulée par Nt. 

Fixons donc un nombre premier / et un nombre entier n ^ 1. Par abus de notation, 
jusqu'à la fin de la démonstration de (a), nous écrirons Q(H;^j^(X/F)(log)) pour 
la classe de Chern de H^R(X/y)(log) dans E^\Y, j^in) '"ë H2*(r(C), Z//"Z). 

Soit L un corps de type fini sur Q (comme corps) tel que le triplet f : X —>■ Y 
possède un modèle fo : Xq ^ Yq sur L. Quitte à remplacer L par une de ses 
extensions finies, on peut supposer que L contient les racines /"-èmes de 1. Soit T 
un schéma affine, intègre, lisse et de type fini sur Z, dont le corps de fonctions est 
isomorphe à L. Quitte à remplacer T par l'un de ses ouverts, on peut supposer 
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qu'il existe des modèles lisses X et F de Xq et Yq sur T et qu'il existe un T- 
morphisme lisse et projectif / : X — > F qui est un modèle de /q. Toujours quitte 
à réduire la taille de T, on peut supposer que la suite spectrale de Hodge vers 
de Rham de / : X — > F dégénère et que les faisceaux de cohomologie de de 
Rham relative correspondants sont localement libres. Enfin, on peut supposer 
que / est inversible sur T. Soit p : Y T le morphisme structural. Au vu du 
Théorème 12.41 on aussi peut encore supposer que les faisceaux étales R*p*/i/n 
{i ^ 0) sont invariants par changement de base au-dessus de T. Abbrévions 
A*(«) := Hgj(», /ip^*). Soit p un point fermé de T. Soit p la charactéristique 
du corps résiduel en p (qui est nécessairement positive). Le corps résiduel de p 
est alors isomorphe à un corps fini Fg, oii g est une puissance de p. Soit Rp la 
Henselisation stricte de l'anneau local Ot,p de T en p. On dispose par construction 
d'un diagramme commutatif de morphismes 

Spec C Spec L^^p Spec Ot,p T Spec F, 




Spec Rp Spec Fg 

(oii L'^'^P est la clôture séparable de L). Par changement de base, ce diagramme 
induit le diagramme commutatif 




Soit vr : Yf^ — > Spec ¥g le morphisme de structure. On dispose alors de deux 
suites spectrales : la suite spectrale de Hodge vers de Rham logarithmique 

El' = R7*^jf /y- =^ H^dRi^wJ^F,) 

et la suite spectrale conjuguée logarithmique (voir sous-section 12.11) 
^rs ^ F*Wf^^Qs_^_ )(iog) =^ Hl+%X^ /Y^ ){log). 

Comme la première suite spectrale dégénère par hypothèse, il en est de même de 
la deuxième. En utilisant les compatibilités (jl]) et 0, on obtient donc l'égalité 

c,(H^,j,(X^yf^J(log)) = c,{F*}i^^iX^jY^J{\og)) = p' ■ c,(H^,j,(X^yîi,)(log)) 
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dans A^(Yf^), qui est le pivot du présent article. L'invariance par changement de 
base assure maintenant que le morphisme 

: A'{Yn) - A'{Y^^) 

est un iso morphisme. On déduit que 

(l-p*)-4^3(c*(H^dR(^/?)(log))) = 

et donc que 

(1 -p*) ■ sls;sl{c,{Ri,^{X/Y){log))) = {1-p') ■ c,(H^,j,(X/r)(log)) = (6) 
dans A* (F). 

Remarquons maintenant que l'image de T dans Spec Z est constructible par le 
théorème de Chevalley et que chaque fibre de T sur Spec Z contient un point 
fermé (car T est de type fini sur Z). L'égalité ([6]) est donc vérifiée pour tous 
les nombres premiers p en dehors d'un ensemble fini. Nous allons maintenant 
appliquer le lemme suivant. 

Lemme 3.2. Soit E Ç Spec Z un ensemble de densité de Dirichlet 1. Soit 
f : E ^ N une fonction. Alors le nombre 

divise Nj. 

Preuve. Soit /x ^ 1. On rappelle les faits suivants. Si p est un nombre premier 
impair, il existe une unité d'ordre {p — l)p'^'^^ dans (Z/p^Z)*. Si p = 2 et /i > 3 
alors il existe une unité d'ordre p^^"^ dans (Z/p^Z)*. Si /i = 2,3, il existe une 
unité d'ordre 2 dans (Z/2'^Z)*. Pour une démonstration de ces faits, voir [9, Ch. 
4, Prop. 3.32 et Cor. 3.34]. 

Soit maintenant c := pgcd{(l — p*) ■ p^^^^p^E- Pout tout nombre premier p, soit 
Cp (resp. tp) la multiplicité de p dans c (resp. t). Soit E' l'ensemble E privé des 
nombres premiers divisant c. Par construction du nombre c, pour tout p G E', les 
c-èmes racines de l'unité dans ¥p sont contenues dans le groupe cyclique ¥*t. En 
conséquence, on a Fp(/ic) Ç Fpt. On en déduit que [Fp(/ic) : Fp] | t. 

Ceci implique que pour tout p G E', le symbole d'Artin cTp G G := Gal(Q(/Xc)|Q) 
a la propriété suivante : 

ord(ap) I t (7) 
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Rappelons que G ~ (Z/cZ)* ^ ]^p|^(Z/p'^pZ)*. Au moyen du théorème de densité 
de Tchebotareff, on déduit de ([7]) que 

p^2, p\c 

oii c'2 = C2 si C2 > 3, c'2 = 4 si C2 = 2, 3 et c'2 = 2 si C2 = 0, 1. En particulier, si p 
est impair et p\c, alors p — l\t et Cp ^ tp + 1. De même, on a C2 ^ ^2 + 2. On en 
déduit que c | N^. □ 

Le Lemme 13.21 est une variation d'un résultat d' Adams démontré dans [T] . 

Soit maintenant E l'image de T dans Spec Z et / : -E — N la fonction constante 
de valeur 0. Le Lemme [32] conclut la démonstration de (a). 

3.2 Démonstration de (b) &; (c) 

On peut encore supposer, sans restriction de généralité, que Y est connexe. 

Commençons par la démonstration de (b). Soit encore une fois L un corps de 
type fini sur Q (comme corps) tel que le triplet f : X ^ Y possède un modèle 
/o : Xq —>■ Yq sur L. Soit kl := ^^riiPi une combinaison linéaire formelle de 
points fermés de Xq dans Xq{L) telle que l'image de kl dans CE!^^ {Yq) est égale 
à Crfy (H;^pj^(Xo/lo)(log))- Quitte à remplacer L par une de ses extensions finies, 
une telle combinaison linéaire existe. Soit T un schéma affine, intègre, lisse et 
de type fini sur Z, dont le corps de fonctions est isomorphe à L. Comme avant, 
quitte à remplacer T par l'un de ses ouverts, on peut supposer qu'il existe des 
modèles lisses X et y de Xq et Yq sur T et qu'il existe un T-morphisme lisse et 
projectif / : X — F qui est un modèle de /q. Toujours quitte à réduire la taille de 
T, on peut supposer que la suite spectrale de Hodge vers de Rham de / : X — > F 
dégénère et que les faisceaux de cohomologie de de Rham relative correspondants 
sont localement libres. Enfin, on peut supposer que les fibres géométriques de Fq 
sur T sont connexes et projectives. 

Soit K := X^i^î ■ Zar(Pj) la combinaison linéaire formelle des clôtures de Zariski 
des Pi dans T. Quitte à restreindre T, on peut supposer que les Zar(Pj) sont les 
images de sections Pi G Y{T). La construction des classes de Chern montre qu'il 
existe un ouvert U Ç T tel que l'image de ' Pi{u) dans CH'^'^(Fo,m) est égale 

à Crfy (H;^j^(Xo,t(/Fo,u)(log)) pour tout u E U. On remplace T par U. 
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On munit maintenant le schéma Y d'un point de base P G Y{L), dont on peut 
à nouveau supposer qu'il s'étend en une section P G Y{T). Nous écrirons PiCy^^ 
pour le schéma sur Y représentant le foncteur sur les T-schémas 5* 

S {C\C fibré en droites sur S XnpY rigidifiés le long de S P} 

Outre le fait qu'il existe, il est montré dans que [T6l Th. 3.1] que ce schéma est 
séparé et localement de type fini sur T. Il est aussi montré au même endroit 
que PiCy^y est une réunion disjointe de sous-schémas ouverts et fermés, qui sont 
quasi-projectifs au-dessus de U. Ainsi, quitte à restreindre T encore une fois, on 
peut supposer qu'il existe un T-sous-schéma en groupes Fic^^rp ouvert et fermé 
de PiCy^y tel que Pic-.^^ ^ = Pic- pour tout s G T et tel que Pic^^^ est un 
schéma abélien. On rappelle que Pic- , est la composante neutre du schéma 
PiCy^yj,^ et que Pic-^^ est ouvert et fermé dans PiCy^y^^. On rappelle aussi que 
Pic~^y est de type fini et géométriquement irréductible sur /t(s) (cf. [201 Exp. 
VlA,'Par. 2.3]). 

On considère maintenant le morphisme alb : Y (Pic~^^)^ défini par la res- 
triction du fibré universel V sur Picy^^ Xt Y, muni de sa rigidification na- 
turelle VIq^^y- construction, albs coïncide avec le morphisme d'Albanese 
Y, A\h(Ys) ~ (Pic^ ,„ y pour tout s G T. 

Soit maintenant p un point de T dont le corps résiduel est isomorphe à un corps 
fini Fg, oii q est une puissance de p. Soit vr : Y^^ Spec Fg le morphisme 
de structure. On dispose alors comme avant de deux suites spectrales : la suite 
spectrale de Hodge vers de Rham logarithmique 

El" = R'/*^^_ /y_ =^ H^^"{Xf jYf ) 

et la suite spectrale conjuguée logarithmique 

El" = F;R^MQ"^_ ^_ )(log) =^ H^,^"{X^jY^^){log). 

Comme la première suite spectrale dégénère par hypothèse, il en est de même de 
la deuxième. On obtient donc l'égalité 

(l-p^-Y) . aîb(c,,(H^,j,(Xp/Fp)(log))) = 

dans Alb(yp)(Fq). Soit maintenant un point fermé Q G Tq. Son corps résiduel 
k{Q) est une extension finie de Q. La clôture de Zariski Zar(Q) de Q dans T 
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contient alors un ouvert V qui est isomorphe à un ouvert de Spec Ck(q), oii 
Ck(q) est la clôture intégrale de Z dans ^(Q) (utiliser |TB, IV, Cor. 6.12.6] et le 
« Main Theorem » de Zariski, cf. par ex. [291 4.4, Cor. 4.6]). Par ailleurs, tous les 
corps résiduels de tous les points de V\{Q} sont des corps finis. On obtient ainsi 
une variété abélienne A := Alb(Yg) sur le corps de nombres k{Q) et un point 
a G A{k{Q)), donné par alb(crfy (Hjj^(XQ/yQ), avec la propriété suivante. Pour 
presque toutes les places finies p de Ck{q), la réduction modulo p de a est dans 
le noyau de 1 — p^'^Y . Ici p est la caractéristique résiduelle de p. 

Le théorème de Pink [SU Th. 4.7] implique alors que a est un point de torsion. 
Par ailleurs, comme a est un point de torsion, il est par construction annulé par 
le nombre pgcdjl —p^'^^^^^j on I est un ensemble cofini dans Spec Z. Le Lemme 
13.21 implique alors que N^^ ■ a = 0, ou autrement dit, que 

N,, ■ aîb(c,,(ff,j,(XQ/fQ)(log))) = 

dans Alb(Fp)(/t(Q)). Comme les points fermés sont denses dans Tq, on conclut 
que 

Ndy ■ aîb(c,^(H^dR(Xi/FL)(log))) = 
dans Alb(Fp)(L) Ç A\h{Yp){K), ce qu'il fallait démontrer. 
Passons maintenant à la démonstration de (a). 

On rappelle que le théorème de Rojtman [37] implique que la l'application alb : 
CH'^y(y) ^ A\h{Y){K) induit un isomorphisme Tor(CH'^^(r)) ^ Toi{A\h{Y){K)) 
des sous-groupes de torsion correspondants. Le point (c) est une conséquence de 
ce résultat et du point (b). 

3.3 Démonstration de (d) &; (e) 

Commençons par le point (d). 

Les calculs faits dans cette sous-section sont inspirés par les calculs faits dans [llj . 
Nous allons utiliser la notation de la sous-section 12. 1[ Appliquons le théorème 
d'Adams-Riemann-Roch au complexe de de Rham de / à pôles logarithmiques le 
long de D. On obtient l'égalité 

^^(R/.(A_i(n^/^(log))) = R/*(^'(/)-' ® ^P\A-l{n'{\ogm. (8) 
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dans Ko(V)[i]. On souhaite maintenant expliciter le terme 

e'{f)-'®^'{A^,{n],/y{\og))). (9) 

Soit {Eu} l'ensemble des composantes irréductibles de E et {Di} l'ensemble 
des composantes irréductibles de D. Soit Oeq '■= ®J^En^ et C/jg := ©jO/j-. 
Considérons le diagramme commutatif 





1 (1) i i (2) 

^ ^ /*fiy(log E) ^'^"^ f*OEo ^ 

i i i (4) 

^ ^ nx{\og D) ""-^^ Odo ^ (10) 

^ nx/Y ^ f^^/y(log) ^ Ono/rOEo ^ 





Seules les flèches numérotées requièrent une justiflcation. La flèche (1) est justiflée 
par le fait que le morphisme / est génériquement lisse et par le fait que X et F 
sont lisses sur K. La flèche (3) est justiflée par le fait que le morphisme / est 
plat. La flèche (4) est l'unique flèche rendant le diagramme commutatif. Cette 
déflnition de (4) peut être explicitée de la manière suivante. Soit m et z tels que 
Di Ç f'^Eu- Du fait que Di est une composante irréductible de f~^Eu, on dispose 
d'un morphisme 

La flèche (4) est alors décrite par la formule 

(0, ...,a„,i(e„),...,0) 

u i,DiÇf-->-Eu 

oii le terme a„,i(e„) est d'indice i. Comme g* Eu est un schéma réduit pour tout u 
par déflnition de la semi-stabilité, le morphisme a^^j est injectif pour tout couple 
u, i tel que D^ Ç g~^Eu- Conséquemment, la flèche (4) est injective, d'oii la flèche 
(2). La flèche (5) est maintenant justiflée par le lemme du serpent. La flèche (6) 
est justiflée par une chasse au diagramme élémentaire. 

Revenons maintenant au terme (Q. Un examen de la troisième ligne du dia- 
gramme fllOp donne 
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et donc le terme © peut s'exprimer comme 

e''{nx/Y{\og))-' ® e'iOnjroE,) ® ^^A-i((^^/^(iog))). (ii) 

Nous allons démontrer l'équation 

e'iOojrOE,) ® ij'{A-i{n],/y{\og))) = ^^(A_i((]^/^(log))) (12) 
qui est le nerf de notre calcul. 

Pour ce faire, nous allons d'abord démontrer les trois lemmes suivants. 

Lemme 3.3. Soit Di,Dj des composantes irréductibles de D. Alors pour tout 
sous- schéma fermé Z de Did Dj, il existe un morphisme surjectif 

^]^/^(log) ^ Oz 

de faisceaux. 

Preuve. On rappelle le fait suivant. Soit T un schéma et {Tt}te{o,...,q} un ensemble 
fini de sous-schémas fermés tels que UjTt = T. On dispose alors d'un complexe 

®to<tiOTtQnTn (13) 

Oll 

{d{a))to,t^ = «ioIcTtQOTt^ - «tiIcTtQHTt^- 
On déduit de l'existence de ce complexe et de la description de d l'existence d'une 
surjection 

Si l'on compose ce morphisme avec la surjection f2^^y(log) Odq/ f*OEo à 
gauche et avec la surjection OD^nDj Oz à droite, on obtient la surjection 
promise. □ 

Lemme 3.4. Soit z : Z ^ X un sous-schéma fermé de X . Soit V un faisceau 
localement libre sur X. On suppose qu'il existe une suite exacte 

V -^Oz^O. 

Alors 
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Preuve. Soit 

z*v ^Çi 

la restriction de la suite exacte à Z. Soit W le noyau du morphisme z*V — > O. 
Par construction, W est localement libre. Par ailleurs, on l'équation 

Comme il)^{K^i{0)) = 0, on déduit le lemme. □ 

Lemme 3.5. Soit i j et soit Z un sous-schéma fermé de Di fl Dj. Alors pour 
tout n G Z, on a 

e\OzT ® ^^A-l(^^^/y (log))) = V'(A-l(^^^/y (log))) 

dans Ko(X)[i]. 

Preuve. Soit z : Z ^ X l'immersion canonique. Soit j : U := X\Z ^ X 
l'immersion ouverte du complément de C. On rappelle que l'on dispose d'une 
suite exacte 

Ko(Z) ^* Ko(X) H* Ko(f/) ^ 0. 

On calcule que 

On en déduit qu'il existe un élément x G Ko(^)[^] tel que 
Ainsi 

{e\Ozr - 1) ® i^\^-l{^^„y{\og))) = Rz,{x ® L^*(^'=(A_l(^]^/^(log))))). 

Les Lemmes 13.31 et 13.41 impliquent alors que 

L^*(^^(A_l(^]^/^(log))))=0. 

□ 

L'équation f|T^ suit maintenant du lemme suivant. 

Lemme 3.6. Dans Kq(X), le faisceau cohérent Odq/ f*^Eo est une combinaison 
linéaire de faisceaux structuraux Oz de sous-schémas fermés Z de IJj^,(-Di H Dj). 
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Preuve. On commence par rappeler l'énoncé suivant. Soit T un schéma réduit et 
noethérien. Alors Kq(T) est engendré par les classes O^, oii Z est un sous-schéma 
fermé intègre de T. Pour démontrer cela, on suppose tout d'abord que l'énoncé 
est vérifié si l'on remplace T par T', oii T' est un sous-schéma fermé réduit tel 
que T' 7^ T. On remarque que pour tout faisceau cohérent F sur T il existe 
un ouvert non- vide U Ç T tel que F\u est une somme directe de faisceaux Oy. 
Par ailleurs, on a une injection Ot ^ ©CGirr(T)C'c et le conoyau du morphisme 
Oc ©ceirr(T)C'c Gst supporté par un sous-schéma fermé qui ne coïncide pas 
pas avec T. Le principe d'induction noethérienne permet alors de conclure la 
démonstration de l'énoncé. 

Le lemme est une conséquence de ce dernier énoncé et du fait que le faisceau 
Odo/ f*OEo est supporté sur le sous-schéma fermé Ui^jDi fl Dj. □ 

Les équations fil 11) et (|T^ mènent pour finir à l'équation 

qui conclut notre analyse du terme ©. On insère cette dernière égalité dans 
l'équation ([H]). On obtient 

= R/,(^'=(n^/^(log))-V'(A-i(fiV(log)))) = R/*(A-i(^V(log))) 

oii on a utilisé l'équation 

valable dans Ko(X) pour tout faisceau localement libre V sur X (cf. [21 Prop. 
7.3, p. 269]). On obtient ainsi que 

Ctot(^'(R/*(A-l(^^^/y(log)))) = Ctot(^'(R/*(A-l(^^^/y(log)))) = Ctot(R/*(A-l(^]^/y(log)))) 

L'existence de la suite spectrale de Hodge vers de Rham montre que 
R^(A_l(^]^/^(log))) = ^(-l)'=HSR(X/F)(log) 

et on conclut que 

(A:* - 1) ■ c*($^(-l)XR,(X/y)(log)) = 0. 
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dans CH*(F)[i], pour tout t ^ 0. Comme ce résultat est valable pour tout k ^ 2, 
le Théorème 11.21 (b) est maintenant un conséquence du Lemme 13.21 

Passons maintenant à la démonstration de (e). 

On démontre d'abord la première assertion. Soit Y' := Spec et soit g : 

Y' —>■ Y le morphisme naturel. Comme le faisceau f*Ox est localement libre (voir 
Théorème 12.2p . le morphisme g est plat et fini. Soit y —*Y vm point géométrique. 
Comme les faisceaux 'R}f^,Ox sont aussi localement libres (toujours le Théorème 
12.2p . le théorème de semi-continuité (cf. par ex. [211 III, th. 12.11]) montre que 

F^^Spec Yl\Xy,Ox^). 

Comme Xy est réduit (voir sous-section 12. ip , on voit que les fibres géométriques 
de g sont réduites. On déduit que g est étale (cf. [18, IV, par. 17, Cor. 17.6.2, 
c")]). On remarque maintenant que par construction, on a un isomorphisme 

H°R(X/r)(l0g)^(7.0y,. 

Pour démontrer la première assertion de (e), on est donc ramené à la démontrer 
dans le cas oii / est un morphisme étale et fini. Dans là, l'assertion résulte 

de (d). 

Passons à la deuxième assertion. 

Il est montré dans [2S1 1-3, p. 144] que si les fibres de / sont de dimension 1, alors 
le faisceau dualisant relatif de / est canoniquement isomorphe à fi^yy(log). Par 
dualité de Grothendieck, on obtient un isomorphisme canonique 

(RV*^^x/y(log))^^RV*(^x. 

Par ailleurs, comme la suite spectrale de Hodge vers de Rham logarithmique 
dégénère, on a des isomorphismes 

RV*Ox^HV(X/F)(log) 

et 

RV*l^^/y(log)^H2j,(X/r)(log). 
On applique maintenant (d). On obtient 

Ni ■ Ci( - }l\^{X/Y){\og) + R'f.Ox + (RV*(^x)^) = 0. 

La deuxième assertion résulte maintenant de la première assertion et du lemme 
suivant. 
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Lemme 3.7. Soit e, e' G Ko{Y). On suppose que N; ■ c;(e) =0 ■ c/(e') = 
pour tout 1^0. Alors N; ■ ^(e + e') = N; ■ c;(— e) = pour tout 1^0. 

Preuve. Nous allons utiliser la divisibilité 

pgcd(N,-,Nfc)|N,-+fc 
valable pour tout j,k ^ (voir (TU Rem. 19.5, p. 66]). On calcule 

N,-Q(e + e')= 5^(Nz-c,(e)cfc(e')) 

j+k=i 

et comme par hypothèse pgcd(Nj,Nfc) ■ Cj(e)cfc(e') = pour tout j,k ^ 0, on 
conclut que N; ■ c;(e + e') = 0. La démonstration du fait que N; ■ ci{—e) = est 
similaire. □ 

3.4 Démonstration de (f) 

Soit G un groupe. Pour tout anneau commutatif A, nous noterons Ra{G) le 
groupe de Grothendieck des représentations linéaires de G dans des A-modules 
libres. On rappelle qu'une représentation linéaire de G dans un A-module est la 
donnée d'un A-module M, d'un nombre entier ^ et d'un homomorphisme de 
groupes G GL„(A). Le produit tensoriel des représentations munit le groupe 
Ra{G) d'une structure d'anneau commutatif et le produit extérieur le munit d'une 
structure de A-anneau (voir par ex. [30] pour tout cela). 

Soit M une variété quasi-projective lisse sur C. On munit M(C) de sa structure 
canonique d'espace analytique complexe. Si V est un faisceau cohérent locale- 
ment libre sur M, on écrira V'^'^ pour le fibré vectoriel holomorphe associé sur 
M(C) ; si V est une connexion sur V, on écrira V^" pour la connexion analytique 
sur V^'^ associée à V. On rappelle que Deligne a démontré le théorème suivant : 
le foncteur (V^, V) ^ ÇV^'^, V'^") que l'on vient de décrire induit une équivalence 
entre la catégorie additive des faisceaux cohérents localement libres munis d'un 
connexion intégrable régulière et la catégorie additive des fibrés vectoriels ho- 
lomorphes munis d'un connexion (analytique) intégrable (cf. [El II, Th. 5.9, p. 
97]). Pour la définition d'une connexion intégrable régulière, voir [Hl II, Prop. 4.4] 
(cette notion est due à Grifïiths). Deligne démontre aussi que la catégorie des 
faisceaux cohérents localement libres munis d'un connexion intégrable régulière 
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est fermée par produit tensoriel et puissances extérieures (cf. [Hl II, Prop. 4.6, p. 
90]). 

Soit maintenant m G M(C) un point de base. Comme la catégorie des fibrés vec- 
toriels holomorphes sur M(C) munis d'une connexion intégrable est équivalente 
à la catégorie des représentations linéaires du groupe fondamental 7ri(M(C), m)), 
le théorème de Deligne fournit un morphisme canonique de groupes 

Rc(7ri(M(C),m))^Ko(M). 

Par construction, ce morphisme est un morphisme de A-anneaux. 

Proposition 3.8. On suppose que G est fini. Si {k, = 1, l'opération d'Adams 
: Rq(G) ^ Rq(G') est Videntité. 

Preuve. On suppose tout d'abord que G est cyclique. Soit n := Soit p : 
G —>■ GL(l^) une représentation de G dans un espace vectoriel complexe V. Par 
construction, on a Tr(p((7)) G Q(/in) pour tout g E G. Pour tout k G (Z/nZ)* 
notons (Tfc G Gal(Q(/in)|Q) l'élément associé. Nous allons démontrer que 

TT{i:\p){g)) = a,{TT{p{g))). (14) 

Ici tp^ : Rc(G') Rc(G') est la k-eme opération d'Adams sur Rc(G). Comme les 
deux côtés de cette égalité sont additifs pour les sommes directes de représentations, 
on est ramené au cas oii p est de dimension 1. Dans ce cas-là, l'égalité est une 
conséquence des définitions. 

Revenons aux hypothèses de la proposition. Vu que la trace et ip^{-) sont ad- 
ditifs pour les sommes directes de représentations, il suffit, pour démontrer la 
proposition, de montrer l'égalité 

Tr{^/J'{p)ig)) = ^Tipig)) (15) 

pour toute représentation linéaire p : G ^ GL{V) dans un espace vectoriel V sur 
Q. Pour un g donné, les deux membres de cette égalité restent inchangés si l'on 
remplace G par un de ses sous-groupes contenant g. On peut ainsi sans restriction 
de généralité supposer que G est un groupe cyclique engendré par g. Comme le 
morphisme naturel d'extension des scalaires R(q(G) — > Rc(G) préserve les traces 
et est un morphisme de A-anneaux, il suffit de démontrer l'équation 

Tr(V^'^(pc)(^?)) = Tr(pc(^?)) 
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pour la représentation complexe pc associée à p. Comme Tr(pc(5')) ^ Q, cette 
dernière équation est une conséquence de (fT^ . □ 

On peut maintenant démontrer (f). Soit y G Y{C) un point de base. Soit V : = 
(R-^/(C)*Q)j,. Soit G Ç Ghiy) l'image de la représentation de monodromie 
7ri(F(C),î/) Ghiy) associée à R-'/(C)*Q. Le fibré vectoriel holomorphe as- 
socié à cette représentation est isomorphe au fibré H^pj^(X/y)^'^. Par ailleurs, il 
existe une connexion intégrable régulière V sur H;^j^(X/F) telle que V^"^ est iso- 
morphe à la connexion intégrable (analytique) sur Yi\^{X/YY'^ qui est induite par 
la représentation de monodromie. Ceci est une conséquence de résultats de Gri- 
fiths (cf. p^) et Katz-Oda (cf. [26]). Voir ^ III, Th. 7.9] pour la démonstration. 
On appelle connexion de Gauss-Manin la connexion V. 

Soit p : G ^ GL(V^) le morphisme d'inclusion. On dispose de morphismes natu- 
rels de A-anneaux 

Rq(G) RQMY{C),y)) ^ Rc(7ri(r(C),i/)) ^ Ko(F). 

Soit r : Rq(G) Ko (F) le morphisme composé. Les propriétés de la connexion 
de Gauss-Manin mentionnées plus haut impliquent que r(p) = H;^j^(X/F) dans 
Kq{Y). En tenant compte de la Proposition 13.81 on voit ainsi que 

= ct{r{^^J^{p)-p)) = ct{r{r{p))-r{p)) = (p*-l)c,(r(p)) = (p*-l)ci(H^,j,(X/r)) 

pour presque tout nombre premier p. On conclut au moyen du Lemme 13.21 

4 Démonstration de (g) & (h) 

Commençons par la démonstration de (g). On peut supposer, sans restriction de 
généralité, que Y est connexe. Soit encore une fois L un corps de type fini sur Q 
(comme corps) tel que le triplet f : X ^ Y possède un modèle fo : Xq ^ Yq sur 
L. Soit T un schéma affine, intègre, lisse et de type fini sur Z, dont le corps de 
fonctions est isomorphe à L. Comme avant, quitte à remplacer T par l'un de ses 
ouverts, on peut supposer qu'il existe des modèles lisses et projectifs X et F de 
Xq et Yq sur T et qu'il existe un T-morphisme lisse et projectif f : X —>■ Y qui 
est un modèle de /q. Toujours quitte à réduire la taille de T, on peut supposer 
que la suite spectrale de Hodge vers de Rham de f : X ^ Y dégénère et que 
les faisceaux de cohomologie de de Rham relative correspondants sont localement 
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libres. Vu les hypothèeses de (g), on peut aussi, quitte à restreindre T, supposer 
que la classe de Chern Cj(H;^j^(X/y)(log)) G CH*(F) est de torsion. 

Soit p un point de T et soit p ^ T le point géométrique associé à une clôture 
algébrique de k(p). Soit L un clôture algébrique de L. Soit / un nombre premier 
différent de la caractéristique résiduelle de p. Nous allons décrire la construction 
d'un homomorphisme de spécialisation 

Cet homomorphisme n'est pas canonique et dépend du choix de certains plonge- 
ments (voir aussi [391 Introduction] pour une autre description de a). Soit Ti ^ T 
l'éclatement de T en p. Soit pi le point générique de la fibre spéciale de Ti. Soit R 
l'anneau local en pi et soit J l'idéal maximal de R. Cet anneau est par construc- 
tion un anneau de valuation discret et Frac(iî) = L. Soit enfin Yi := F x^Spec R. 
On dispose d'un homomorphisme de spécialisation 

(TL : CH*(Fo) ^ CH*(yi,,(p,)) 

obtenu en associant à chaque sous-schéma fermé intègre Z de Yq la classe de 
la restriction de Zary^(Z) à yi,K(pi)- Voir [T3l 20.3] pour plus de détails. Soit J 
un idéal maximal de la clôture entière de R dans L. Pour chaque extension M 
de L plongée dans L, soit R\.f la clôture intégrale de R dans M et soit Rm la 
localisation de R'j^ en J fl R'j^. Notons Jm l'idéal maximal de Rm et Xm le corps 
résiduel associé. Si M est un extension finie de L alors l'anneau Rm est à nouveau 
un anneau de valuation discret. On dispose ainsi pour chaque M fini sur L d'un 
homomorphisme de spécialisation ctm : CB.^ (Yq^m) CH*(Fi a^) st si M' ^ M 
est une paire emboîtée d'extensions, on a un diagramme commutatif naturel 

CH*(yo,M) — CH*(n,,,J 

CH*(Fo,M') — CH*(ri,A,„) 
On vérifie que les homomorphismes naturels 

limM,[A^:L]<ooCH*(ro,Af) ^ CH' (Y^^j^) 

et 

limAf,[Af:L]<ooCH*(yi,AM) ^ CH*(fi,A^). 
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sont des isomorphismes. On obtient ainsi un homomorphisme de spécialisation 

Choisissons un plongement ft(p) ^ A-^; compatible au plongement canonique 
k(p) k(Pi). On peut montrer que l'homomorphisme canonique 

CH*(yp) ^ CH*(fi,,_) 

induit un isomorphisme 

ri:CH*(Fp)n^CH*(Fi,A-)r]. 
De même, le choix d'un L-plongement L ^ K induit un isomorphisme 

r2:CH*(Fo_x)n^CH*(r)n. 

Pour ce résultat non-trivial, voir [28] • On définit pour finir 

cr := {tiY^ (^2)"^- 

Par ailleurs, le théorème du changement de base propre en cohomologie étale 
implique l'existence d'un homomorphisme de spécialisation canonique 

qui est un isomorphisme. Le théorème de spécialisation pour l'application d'Abel- 
Jacobi de Bloch (cf. [5, Prop. 3.8]) implique alors que A* o a = cXet o A;. 

Si G est un groupe abélien et g E G est un élément de torsion, notons g[l] la 
partie /-primaire de g. 

Lemme 4.1. Soit F un fibré cohérent localement libre sur Y . Supposons que 
Ct{F) est de torsion. Alors 



Le Lemme HiT] est une conséquence du fait que les classes de Chern commutent aux 
images réciproques de fibrés localement libres par des morphismes de schémas. 
Les détails de la démonstration sont laissés au lecteur. 
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En utilisant le Lemme 14.11 on peut, par un argument tout semblable à celui 
apparaissant dans la preuve de (a), conclure que pour tout nombre premier /, 
l'égalité 

(l-p*)-AKc*(H^,R(X/r)(log))[/]) = 

est vérifiée pour presque tout nombre premier p. On invoque alors le Lemme 13.21 
et on voit que 

N. ■ A*(c*(H^,R(X/r)(log))[/]) = N, ■ A*(c*(H^,i,(X/y)(log)))[/] = 
pour tout nombre premier /. Autrement dit, 

N,-V(c*(H^,j,(X/F)(log))) = 0, 
ce qu'on voulait démontrer. 

Passons maintenant à la démonstration de (h). Dans [7", Par. 1.2, Cor. 4], il est 
démontré que l'application 

: Tor(CH2(r)) ^ Hf,(F, Q,/ZK2)). 

l premier 

est injective. On voit donc que (g) implique (h). 
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